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Научная статья

ББК 74.262.23
УДК 372.853 М.А.Фаддеев, Ю.В.Масленникова

УЧЕБНО–ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКАЯ РАБОТА
«СИЛА ТРЕНИЯ ЭЙЛЕРА»

В статье описана простая и доступная экспериментальная установка, обес-
печивающая количественные исследования сухого трения, в частности тре-
ния нити о цилиндрическую поверхность. Представлена методика прове-
дения экспериментов, подтверждающих выводы физической теории и спо-
собствующих развитию познавательных умений учащихся в системе допол-
нительного образования. В отличие от других известных работ подробно
описана конкретная конструкция лабораторной установки из доступных ма-
териалов, в которой применяются цилиндры небольшого диаметра. Отлаже-
на методика проведения опытов, обеспечивающая воспроизводимость ре-
зультатов. Материал адаптирован для школьников и студентов. Приведены
образцы результатов экспериментов с учетом погрешностей.
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«EULER FRICTION FORCE»

The article describes a simple and accessible experimental setup that enables
quantitative studies of dry friction, in particular, the friction of a thread against
a cylindrical surface. A methodology for conducting experiments is presented,
which confirms the conclusions of physical theory and contributes to the devel-
opment of students’ cognitive skills in the system of supplementary education.
Unlike other well-known works, a specific design of the laboratory setup is de-
scribed in detail; it is made from readily available materials and uses cylinders
of small diameter. The methodology for conducting experiments has been re-
fined to ensure the reproducibility of the results. The material is adapted for
schoolchildren and students. Examples of experimental results are provided,
taking into account the errors.
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Актуальность темы работы

Совершенствование инженерно–физического образования пред-
ставляет собой одну из самых актуальных проблем Российской Фе-
дерации. Применению учебного эксперимента при решении этой
проблемы посвящены исследования П.В. Зуева [ 1 ], Т. В.Никитиной
[ 2 ] и других ученых. Важным этапом инженерно–физического об-
разования является многоэтапная довузовская подготовка школьни-
ков — будущих абитуриентов и студентов — по экспериментальной
физике. Учащимся рекомендуется выполнять учебно–исследователь-
ские работы, в перспективе имеющие практическое применение с
учетом реальных условий. Такая деятельность возможна в рамках
школьных проектов и в системе дополнительного образования.

В данной статье описывается методика и пример выполнения
учебно–исследовательской работы на тему «Исследование силы тре-
ния Эйлера». Поучительные результаты проявления силы трения
Эйлера рассмотрены в научно–популярной литературе [ 3, с. 38–41;
4 ]. Учебное исследование силы Эйлера представлено в работе [ 5 ].
На страницах журнала «Учебная физика» ранее разными авторами
были рассмотрены занимательные опыты [ 6 ] и демонстрационные
эксперименты [ 7 ], в которых проявляется сила трения Эйлера. В
предлагаемой нами работе, в отличие от известных, подробно опи-
сана конкретная простая конструкция лабораторной установки из
доступных материалов, в которой применяются цилиндры небольшо-
го диаметра. Отлажена методика проведения опытов, обеспечиваю-
щая воспроизводимость результатов. Материал адаптирован для
школьников и студентов. Приведены образцы результатов экспе-
риментов с учетом погрешностей.

Во множестве механизмов происходит трение гибких тел (вере-
вок, канатов, тросов и т.п.) о твердые цилиндрические поверхности.
Леонард Эйлер еще в XVIII века решал задачу о закономерностях
сил трения и получил характерную формулу, носящую его имя.

Цель работы: исследование трения нити о поверхность неподвиж-
ного цилиндра и экспериментальная проверка формулы Эйлера.

Задачи
1. Изучить теоретические аспекты проблемы.
2. Подобрать (изготовить) необходимое оборудование.
3. Провести эксперимент, подтверждающий выводы теории.

Теоретическая часть учебно–исследовательской работы

Рассмотрим физическую систему, часто встречающуюся на прак-
тике. Трос (канат, веревка, шнур) охватывает твердый неподвижный
цилиндр (блок, шпиль, кабестан и т. п.). Обозначим ϕ угол охвата
(рис. 1).

На один из концов троса действует постоянная сила ~T0. Величина
этой силы много больше веса троса. К противоположному концу
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троса прикладывается сила ~T , необходимая для уравновешивания
силы ~T0, как показано на рис. 1.

Рис. 1. Охват тросом цилиндриче-
ской опоры: ~T0 — сила, приложен-
ная к концу троса, ~T (ϕ) — удер-
живающая сила, приложенная к

другому концу троса

Рассмотрим малый элемент тро-
са, опирающийся на малый цен-
тральный угол ∆ϕ (рис. 2). Пусть
трос находится в состоянии по-
коя при минимальной удерживаю-
щей силе. При этом сила трения
покоя ∆~F достигает максимального
значения и ее модуль можно выра-
зить по закону Амонтона:

∆F = µ∆N , (1)
где µ — коэффициент трения, ∆N —
модуль нормальной реакции цилин-
дра, действующей на элемент троса.

Из–за трения сила натяжения,
действующая на левый конец эле-
мента, по модулю меньше силы, дей-
ствующей на правый конец элемен-
та, на величину ∆T .

Так как трос находится в покое, то сумма сил, действующих на
элемент троса, равна нулю. Разложим силы по двум направлениям:
вдоль касательной к центру элемента троса и перпендикулярно ей.
Уравнения равновесия имеют вид:

T cos
∆ϕ

2
= (T − ∆T ) cos

∆ϕ

2
+ ∆F , (2)

∆N = T sin
∆ϕ

2
+ (T − ∆T ) sin

∆ϕ

2
. (3)

Рис. 2. Силы, действующие на ма-
лый элемент троса: ∆~F — сила тре-
ния покоя, ∆~N — нормальная реак-

ция цилиндра

Из–за малости угла ∆ϕ урав-
нения (2) и (3) упрощаются:

∆T = ∆F , ∆N = T∆ϕ. (4)
Используя (1), (4) и соотношения
внизу рис. 2, объясняющие знак
«—», составим уравнение:

dT = −µTdϕ. (5)
Решение можно получить спосо-
бом разделения переменных:

lnT = −µϕ +C. (6)
Для определения постоянной ин-
тегрирования используется гра-
ничное условие:

T (0) = T0. (7)
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Тогда решение (6) можно представить в виде:
T (ϕ) = T0e

−µϕ. (8)
Таким образом, минимальная сила удержания с увеличением угла
ϕ уменьшается монотонно практически до нуля. Следовательно, си-
ла трения покоя F(ϕ) = T0 − T (ϕ) с ростом угла охвата ϕ может
полностью компенсировать, в принципе, любую внешнюю нагрузку
T0. Отношение модулей сил T0/T (ϕ), равное числу eµϕ, характери-
зует «выигрыш» в силе удержания при использовании трения Эй-
лера. Например, расчет показывает, что при коэффициенте трения
µ = 0, 6 и пяти полных оборотах троса ребенок может удержать
атомный авианосец.

На практике использование силы трения Эйлера ограничено про-
чностью троса и цилиндрической опоры. Обычно используется не
более трех оборотов троса.

Экспериментальная часть учебно–исследовательской работы

Для экспериментального исследования трения Эйлера использо-
вались цилиндры, изготовленные из различных материалов (рис. 3).

Рис. 3. Цилиндры разных диаметров, изготовленные из бука, алюминия и кон-
струкционной стали

Все цилиндры имеют высоту (длину) 20 мм. Диаметры цилин-
дров приведены в табл. 1.

Таблица 1. Цилиндрические образцы,
предназначенные для экспериментов

Материал Диаметры, мм

Дерево (бук) 15 21 25 30 —

Алюминий 12 15 20 25 30

Сталь конструкционная 12 18 24 — —

Все цилиндры имеют отверстие диаметром 5 мм, просверлен-
ное по оси, предназначенное для крепления на экспериментальной
установке. Внешняя поверхность цилиндров была отшлифована аб-
разивной бумагой П–2000.
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Исследования проводятся с грузом, вес которого (сила T0) пред-
варительно измеряется динамометром (рис. 4.1). Цилиндр укрепля-
ется горизонтально на вертикальной доске с помощью магнитной
подвески. Тросом служил капроновый плетеный шнур диаметром
около 2 мм, который практически не удлинялся в ходе экспе-
риментов. Шнур перекидывался через укрепленный цилиндр, как
через блок. К нижнему концу шнура крепился груз весом T0. Для
измерения углов охвата использовался угломер с градусной шкалой,
закрепленный на одной оси с цилиндром. Величина минимальной
удерживающей силы T (ϕ) для данного угла охвата ϕ измерялась
динамометром (рис. 4.2).

Рис. 4. Проведение эксперимента: 1 — измерение веса груза (силы T0) дина-
мометром; 2 — измерение минимальной силы удержания груза. Угол охвата

ϕ = 3π/2 (три четверти оборота)

Эксперименты проводились с цилиндрами, показанными на
рис. 3. Угол охвата увеличивался с шагом 90◦ (четверть оборота)
до значения, при котором измеряемая минимальная удерживающая
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сила по величине становилась близкой к приборной погрешности
динамометра. Количество различных углов охвата в опытах рав-
нялось 8–10.

Для примера в табл. 2 приведены результаты эксперимента с де-
ревянным (буковым) цилиндром диаметром 15 мм.

Для определения коэффициента трения µ следует использовать
экспоненциальную зависимость (8). Логарифмирование функции (8)
позволяет провести линейную аппроксимацию методом наименьших
квадратов. Величина ln(T0/T ) прямо пропорциональна углу охвата
ϕ. Угловой коэффициент этой зависимости равен искомому коэффи-
циенту трения µ, если угол ϕ выразить в радианах.

Таблица 2. Результаты эксперимента
с буковым блоком диаметром 15 мм

Число Угол Величина Отношение Натуральный
оборотов охвата ϕ, минимальной модулей сил логарифм
троса радиан удерживающей T0/T отношения

силы T , Н ln(T0/T )

0 0 2,24 1,00 0

1/4 1,571 1,40 1,60 0,47

1/2 3,142 0,90 2,49 0,91

3/4 4,712 0,65 3,45 1,24

1 6,283 0,50 4,48 1,50

5/4 7,854 0,30 7,47 2,01

3/2 9,425 0,20 11,20 2,42

7/4 10,996 0,15 14,93 2,70

2 12,566 0,10 22,40 3,11

График линейной аппроксимации показан на рис. 5.

Рис. 5. Зависимость натурального логарифма отношения сил T0/T от угла охва-
та ϕ. Сплошная линия — линейный аппроксимант
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Метод наименьших квадратов выражает оптимальное значение
углового коэффициента формулой:

µ =

N
∑

i=1
ϕiyi

N
∑

i=1
ϕ2
i

, (9)

где для краткости записи введено обозначение:

y = ln
T0

T
. (10)

В формуле (9) целая величина N — количество различных углов
охвата ϕ, для которых были измерены силы T (ϕ). В данном примере
величина N — количество строк в табл. 2. Расчет по данным табл. 2
дает коэффициент трения µ = 0, 251.

Расчет погрешности измерений

Оптимальная оценка погрешности коэффициента трения µ вы-
числяется методом математической статистики [ 8 ]:

∆µ = tα,ν

√

√

√

√

√

Q

(N − 1)
N
∑

i=1
ϕ2
i

, (11)

где tα,ν — коэффициент Стьюдента для доверительной вероятности
α и числа степеней свободы ν. В данной задаче равен параметр
ν = N − 1. Величина

Q =
N

∑

i=1

(yi − µϕi)2 (12)

для коэффициента µ, вычисленного по формуле (9), имеет мини-
мальное значение.

Погрешность коэффициента трения, рассчитанная по данным
табл. 2 и по формуле (11), составляет ∆µ = 0, 007.

Эксперименты, проведенные с деревянными (буковыми) цилин-
драми разных диаметров, демонстрируют независимость коэффици-
ента трения µ от диаметра цилиндра (в пределах погрешностей),
что продемонстрировано на рис. 6.1. Этот результат согласуется с
теоретическим выводом, который дает формулу (8), где отсутствует
размер цилиндра (блока).

Эксперименты с цилиндрами из других материалов подтвердили
вывод о независимости коэффициента трения µ от диаметра цилин-
дра. На рис. 6.2 приведены результаты для цилиндров из конструк-
ционной стали, на рис. 6.3 — для цилиндров из алюминия.



22 УЧЕБНАЯ ФИЗИКА 2026/3 •

Рис. 6. Полученные в эксперименте коэффициенты трения силы Эйлера для
цилиндров разного диаметра: 1 — деревянные цилиндры; 2 — стальные цилин-

дры; 3 — алюминиевые цилиндры

Дополнение

Коэффициент трения µ существенно зависит от гладкости по-
верхности. Для демонстрации этой особенности был проведен до-
полнительный эксперимент. Стальные цилиндры были выточены на
токарном станке и перед шлифованием внешней поверхности бы-
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ли проведены опыты измерения коэффициент µ по вышеописанной
методике. Результаты сведены в табл. 3.

Таблица 3. Коэффициенты трения µ для стальных
цилиндров с нешлифованной поверхностью

Диаметр цилиндра(мм) 12 18 24

Коэффициент трения µ 0,159 0,216 0,129

По данным табл. 3 видно, что коэффициенты µ значительно раз-
личаются и имеют нерегулярный разброс. После шлифования значе-
ния коэффициентов выровнялись и уменьшились (рис. 6.2). Отсюда
следует вывод, что увеличение шероховатости поверхности приводит
к резкому возрастанию коэффициента трения силы Эйлера.

Заключение

Предложенная учебно–исследовательская работа, безусловно,
выходит за рамки школьного курса физики. Однако опыт преподава-
ния показывает, что мотивированные учащиеся успешно справляют-
ся с изучением представленного в статье теоретического материала
и практической реализацией разработанного эксперимента.
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