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И.В. Гребенев, П. В. Казарин

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
МЕХАНИЧЕСКИХ ВЫНУЖДЕННЫХ

КОЛЕБАНИЙ И ЯВЛЕНИЯ РЕЗОНАНСА
В статье описаны демонстрационные эксперименты для изучения вынужден-
ных механических колебаний и явления резонанса. Указаны методические
возможности и недостатки каждой рассмотренной демонстрации. Предло-
жен новый вариант эксперимента с использованием метронома как гене-
ратора вынужденных механических колебаний. Рассмотрены наблюдаемые
важные особенности возникновения вынужденных колебаний и резонанса.
Ключевые слова: механические колебания, резонанс, биения, метроном.

I. V. Grebenev, P. V. Kazarin

EXPERIMENTAL STUDY OF MECHANICAL FORCED
OSCILLATIONS AND RESONANCE PHENOMENA

The article describes demonstration experiments to study forced mechanical
vibrations and resonance phenomena. The methodological possibilities and dis-
advantages of each considered demonstration are indicated. A new version of
the experiment using a metronome as a generator of forced mechanical vibra-
tions is proposed. The observed important features of the occurrence of forced
oscillations and resonance are indicated.
Keywords: mechanical vibrations, resonance, beats, metronome.
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1. Введение. Экспериментальная основа преподавания физики
(учебная физика по В. В.Майеру) — это живая область методиче-
ской науки, развитие которой стимулируется, прежде всего, выде-
лением белых пятен в имеющемся инструментарии. Несмотря на
весь объем литературы, посвященной учебному физическому экс-
перименту, ряд явлений еще не имеют эмпирической базы для про-
ведения полноценного исследования в ходе демонстрационного экс-
перимента. Развитие экспериментальной базы вместе с сопутству-
ющим методическим обеспечением актуально в связи с тенденцией
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превращения простых демонстраций готовых опытов, рассчитан-
ных на усвоение готового знания, в учебные исследования, что
является важным направлением развития учебного эксперимента
как в средней школе [ 1 ], так и в вузе [ 2 ].

Среди таких важных тем, имеющих ограниченный набор опытов
для экспериментальной поддержки, укажем вынужденные механи-
ческие колебания и явление резонанса. Наиболее существенным
пробелом является отсутствие механического генератора вынужда-
ющей силы с регулируемой частотой. Изменение частоты вынуж-
дающей силы представляется нам совершенно необходимым для
убедительного доказательства условий резонанса и полноценного
исследования установления вынужденных колебаний. При изуче-
нии вынужденных электрических колебаний этой проблемы нет,
поэтому становится возможным проведение завершенного учебного
исследования с выявлением важных особенностей изучаемых про-
цессов, в частности возникновение биений вблизи резонанса [ 3 ].

2. Вынужденные колебания и резонанс в курсе общей физи-
ки. Вынужденные колебания являются заключительным и наибо-
лее трудным разделом темы «Колебания» курса общей физики [ 4,
c. 214–217; 5, c. 299–306 ]. Рассматривается механическая колеба-
тельная система с собственной частотой ω0, на которую действует
гармоническая вынуждающая сила F(t) = Fm cosωt при наличии
силы вязкого трения Fтр = −cv.

Теория раздела опирается на решение неоднородного дифферен-
циального уравнения, являющегося применением второго закона
Ньютона к этой системе:

ẍ + 2βẋ + ω2
0x = f0 cosωt, (1)

где x(t) — координата колеблющегося тела; f0 = Fm/m; β = c/2m —
коэффициент затухания; m — масса колеблющегося тела; ω0 =
√

g/l — собственная частота колебаний математического маятни-
ка, который будет объектом нашей работы.

Чаще всего ограничиваемся случаем установившегося движения,
то есть частным решением уравнения (1), игнорируя процессы уста-
новления колебаний. В ходе рассказа получаем выражение, описы-
вающее связь амплитуды установившихся колебаний xm с частотой
вынуждающей силы ω и частотой собственных колебаний ω0:

xm =
f0

√

(ω2
0 − ω2)2 + 4β2ω2

. (2)

Графически зависимость (2) отображается в виде так называемой
резонансной кривой (рис. 1).
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Рис. 1. Резонансная кривая [ 5, c. 305 ] при β1 < β2 < β3; ω2
0 = k/m

Наибольшая амплитуда колебаний достигается в резонансе, при

частоте ωрез =
√

ω2
0 − 2β2, близкой к ω0. Если затухание мало

(β ≪ ω0) и ωрез ≈ ω0, то

xm,рез =
f0

2βω0
. (3)

3. Проблема учебного эксперимента. Чем сложнее математика,
применяемая при изучении явления или процесса, тем важнее со-
поставление теоретических выводов с результатами эксперимента.
Сегодняшнее понимание учебного эксперимента состоит в том, что
необходимо не просто наблюдение готовой демонстрации, но реаль-
ное экспериментальное исследование в широком диапазоне варьиру-
емых параметров. Для полноценного экспериментального исследова-
ния процесса вынужденных колебаний необходимо варьировать оба
параметра — частоту вынуждающей силы ω и собственную частоту
колебательной системы ω0. В этом случае возможно эксперименталь-
но, хотя бы качественно, обосновать график, приведенный на рис. 1.

Если ограничиться математическим маятником, то его собствен-
ную частоту изменять достаточно просто, изменяя длину нити под-
веса. Можно иметь сразу группу маятников разной частоты. Необ-
ходимо указать так называемый маятник Бартона (рис. 2), в кото-
ром тяжелый маятник 1, висящий на нити слева, колеблясь, вы-
зывает колебания легких маятников 2, 3, 4 на правой части нити.
Все маятники имеют разную длину, кроме одного, у которого дли-
на такая же, как у тяжелого маятника, играющего роль задающего
генератора. Если связать длины нитей с собственными частотами
колебаний маятников, и приближенно оценить амплитуды вынуж-
денных колебаний пассивных элементов, то можно качественно по-
строить резонансную кривую (рис. 3).
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Рис. 2. Маятник Бартона [ 6, с. 143 ]

Рис. 3. Построение резонансной кривой из опыта с маятником Бартона. Идея
рисунка взята из открытых источников

Вариант опыта с маятником Бартона позволяет исследовать и
фазовые соотношения при вынужденных колебаниях. Однако для
этого надо изменить соотношения масс грузов по сравнению со
значениями, приведенными на рис. 2. Пассивные элементы на пра-
вой части нити должны быть намного легче вынуждающего груза,
в противном случае их взаимодействия вызовут весьма сложную
картину биений.

При выполнении указанного соотношения фаза колебаний резо-
нирующего груза отстает от фазы инициирующего на π/2. Для ма-
ятника с самой короткой нитью, частота колебаний которого много
больше частоты колебаний инициирующего груза, сдвиг фаз равен
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нулю, а для маятника с наибольшей длиной нити колебания идут
в противофазе с колебаниями инициирующего груза.

А вот создать экспериментальную установку с механической
переменной силой регулируемой частоты порядка единиц или де-
сятков герц не так просто. Нам известно несколько примеров та-
ких установок. Первый пример демонстрационного эксперимента
по изучению процесса вынужденных колебаний и явления резо-
нанса — это наблюдение вынужденных колебаний упругой пласти-
ны под действием магнитного поля, создаваемого переменным то-
ком регулируемой частоты от звукового генератора (рис. 4). В этом
случае собственную частоту колебательной системы изменяют, ме-
няя длину закрепленной части пластины. Эксперимент осложнен
трудностью количественной оценки значений собственных частот
колебаний упругой пластины для сравнения их с частотой генера-
тора вынужденных колебаний.

Рис. 4. Демонстрация явления меха-
нического резонанса [ 7, c. 87 ]

Однако для механических ко-
лебательных систем, без при-
влечения звуковых генераторов,
нам известен единственный при-
мер, в котором частота вынуж-
дающей силы изменяется экс-
периментатором вручную (рис. 5)
[ 6, c. 141 ]. Кроме некоторой гро-
моздкости установки следует от-
метить также трудность коли-
чественной оценки частот вы-
нуждающей силы и собственной
частоты колебательной системы,
что снижает убедительность де-
монстрации. Несомненным плю-
сом демонстрации является воз-
можность привлечения учащихся
к ее проведению.

Рис. 5. Установка для демонстрации вынужденных колебаний и явления резо-
нанса [ 6, c. 141 ]
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4. Новый учебный эксперимент. Общий недостаток всех при-
веденных экспериментов состоит в отсутствии генератора меха-
нических вынуждающих колебаний регулируемой частоты. При
создании новой установки для наблюдения вынужденных механи-
ческих колебаний и явления резонанса мы обратили внимание на
тот факт, что во многих вузовских или школьных лабораториях
есть прибор с регулируемой частотой механических колебаний —
это метроном. Задача состоит в том, чтобы превратить его в ис-
точник внешней периодической силы, в генератор вынуждающих
колебаний. Для этого поставим его жестко на опорную пласти-
ну, а ее на легкие катки большого диаметра, для уменьшения
силы трения качения. Катки расположим на жесткой гладкой по-
верхности. Качания маятника метронома в силу закона сохране-
ния импульса при малой силе трения приведут к противофазным
гармоническим колебаниям опорной пластины. Нам осталось по
аналогии с маятником Бартона расположить на опорной пластине
несколько маятников с разными длинами нитей (рис. 6) [ 8 ].

Метроном имеет возможность задавать колебания заранее из-
вестных жестко фиксированных частот. Подберем длины нитей
так, чтобы они соответствовали фиксированным частотам колеба-
ния метронома по известной формуле частоты собственных коле-
баний математического маятника (см. табл. 1):

ν0 =
1
2π

√

g

l
.

Таблица 1
Длины нитей на рис. 6 слева направо

Частота ударов мет-
ронома, удар/мин

Частота вынужден-
ных колебаний, Гц

Длина нити, м

168 1,40 0,125

128 1,07 0,22

108 0,90 0,31

144 1,20 0,17

176 1,47 0,11

Пустим метроном колебаться с частотой, соответствующей ре-
зонансу для маятника с длиной нити l = 22 см, определим ам-
плитуды вынужденных колебаний наших маятников (рис. 6) и,
получим экспериментальное основание для построения резонанс-
ной кривой, аналогично рис. 3.

Подстраивая частоту колебаний метронома, можно наблюдать
явление резонанса для каждого из маятников. В другом варианте
эксперимента можно плавно изменять частоту колебаний метро-
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нома в широком интервале и построить систему резонансных кри-
вых для разных собственных частот одного и того же маятника.

Рис. 6. Установка для наблюдения механиче-
ского резонанса

Приведенный рис.6 яв-
ляется монтажом из нес-
кольких последователь-
ных кадров, акцентиру-
ющим внимание на ам-
плитудах колебаний. По-
этому на нем нельзя сде-
лать выводы о соотноше-
ниях фаз колеблющихся
тел, не отражена и важ-
ная особенность, о ко-
торой мы подробно го-
ворили в статье [ 3 ],
а именно возникновение
биений при возбуждении
вынужденных колебаний
вблизи резонанса. Ма-
ятники, не находящие-
ся в резонансе, показы-
вают отчетливую карти-
ну периодического воз-
никновения и затухания
колебаний. Можно уста-
новить некоторую проме-
жуточную частоту, так
что ни один из маятни-
ков не будет находиться
в резонансе с вынужда-
ющими колебаниями. В
этом случае все маят-
ники будут демонстриро-
вать биения без установ-
ления стационарного режима. Это очень важный и сложный эле-
мент теории вынужденных колебаний, который часто пропуска-
ется в ходе лекции, переходя сразу к изучению стационарного
состояния установившихся вынужденных колебаний.

Наибольший интерес вызвал следующий вариант эксперимен-
та, результат которого самим экспериментаторам (то есть нам)
не был очевиден в отличие от всех предыдущих. Повесим два
маятника одинаковой длины, но разной массы, с отношением
m1/m2 ∼ 10. Период собственных колебаний будет одинаков, и
резонанс наступит при одной и той же частоте колебаний мет-
ронома. А как будут соотноситься между собой амплитуды ко-
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лебаний этих тел? За одинаковое ли время тела достигнут этих
максимальных значений?

Опыт показывает, что движение этих тел синхронно, и они
достигают одинаковой наибольшей амплитуды за одно и то же
время, колеблясь в одинаковых фазах (рис. 7).

Рис. 7. Достижение резонанса маятниками
разных масс: желтый шарик пустотелый, чер-

ный — сплошной из пластика

Мы объясняем это
следующим образом. По-
скольку угол отклонения
маятников отсчитывает-
ся относительно подвиж-
ной вертикальной оси,
связанной с колеблющей-
ся пластиной, то для ана-
лиза движения тел ис-
пользуется соответству-
ющая неинерциальная си-
стема отсчета, в которой
вынуждающей периоди-
ческой силой является
сила инерции ~F = −m~a.
Здесь ~a — это ускорение
осциллирующей платфор-
мы: a = xmω2 cosωt. При
подстановке силы инер-
ции в выражения (1), (2),
(3) масса сокращается,
и ее значение не влия-
ет на развитие процес-
са вынужденных колеба-
ний и достижение резо-
нанса, аналогично тому,
как для маятника в по-
ле тяжести период не за-
висит от массы. Эффект
имеет элемент неожидан-
ности, поскольку для вы-
нужденных колебаний, в
которых внешняя сила не
пропорциональна массе, а имеет одну и ту же амплитуду, ампли-
туда колебаний тел с одинаковой длиной нити существенно зави-
сит от массы, что прекрасно наблюдается в ходе соответствующей
лекционной демонстрации.

Коэффициент затухания β вследствие малых значений скоро-
стей тел связан скорее с трением нити в точке подвеса. Если
учесть, что эта сила трения пропорциональна массе маятника, то
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и коэффициент β оказывается не зависящим от массы, что при-
водит к равенству резонансных амплитуд в соответствии с выра-
жением (3).

5. Заключение. Описывая эту несложную установку, мы еще
раз хотим показать продуктивность понятия «экспериментирую-
щее мышление учителя физики» [ 9, 10 ]. Есть методическая и
экспериментальная проблема, есть модель, которую нужно реали-
зовать, будет и экспериментальная установка вместе с методиче-
ским аппаратом.
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