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стержня с дополнительным грузом на свободном конце и без этого груза.
Новизна методического подхода авторов заключается в создании ранее не
существовавшего элемента учебного материала, объединяющего теорию яв-
ления и соответствующий эксперимент, доказывающий ее истинность. Прак-
тическая значимость работы связана с возможностью постановки и прове-
дения описанного учебного эксперимента студентами старших курсов на
простом и доступном оборудовании.

Ключевые слова: учебный физический эксперимент, механические колеба-
ния, упругий стержень.

S. V. Pan’kova, V.G. Solovyev
I. I. Tolbukhina, A.O. Yulina

STUDY OF TRANSVERSAL MECHANICAL
VIBRATIONS OF AN ELASTIC ROD

IN A UNIVERSITY PHYSICS WORKSHOP
The article contains the results of a theoretical and experimental study of bend-
ing mechanical vibrations of an elastic rod fixed at one end with an additional
load at the free end and without this load. The novelty of the authors’ method-
ological approach lies in the creation of a previously non-existent element of
the educational material that combines the theory of the phenomenon and the
corresponding experiment that proves its truth. The practical significance of the
work is related to the possibility of setting up and conducting the described
educational experiment by senior students on simple and affordable equipment.

Keywords: educational physical experiment, mechanical vibrations, elastic rod.

DOI: 10.62957/2307-5457-2025-4-39-49

Учебная физика. 2025. №4. C. 39–49
c© Панькова С. В., Соловьёв В. Г., Толбухина И.И., Юлина А.О., 2025



40 УЧЕБНАЯ ФИЗИКА 2025/4 •
1. Введение

В разделе «Механика» вузовского курса общей физики на млад-
ших курсах обычно исследуются на опыте колебания простейших
гармонических осцилляторов с одной степенью свободы [ 1 ]. Однако
при изучении в соответствующих разделах общей [ 2, 3 ] и теорети-
ческой [ 4, 5 ] физики, а также во вводных [ 6, 7 ] и специальных кур-
сах [ 8, 9 ] теории свободных и вынужденных колебаний дискретных
и распределенных сложных систем, на наш взгляд, целесообразно
предложить студентам–старшекурсникам выполнить не только вир-
туальные лабораторные работы [ 10, 11 ], но и провести реальные
физические эксперименты, посвященные исследованию этих процес-
сов в физическом практикуме [ 12 ]. Цель описываемой лабораторной
работы, которая может быть поставлена в рамках университетского
курса по выбору на достаточно простом и доступном оборудовании,
состоит в изучении поперечных колебаний системы с распределен-
ными и сосредоточенными параметрами (упругого стержня без груза
и с грузом на не закрепленном конце) и определении модуля Юнга
и скорости распространения звуковых волн в стали.

2. Теория поперечных колебаний, возникающих при изгибе
упругого стержня

Как известно, при деформации изгиба упругого стержня (рис. 1)
его наружные слои (волокна), лежащие по одну сторону от некото-
рой нейтральной линии NN

′

, растягиваются, а внутренние слои, ле-
жащие по другую сторону от этой линии, сжимаются. Длина самой

Рис. 1. Деформация изгиба упругого стержня

нейтральной линии при из-
гибе остается постоянной
и равной l0 — длине не
деформированного стерж-
ня. При этом можно счи-
тать, что в результате из-
гиба все продольные во-
локна стержня (AA

′

, NN
′

,
BB

′

и параллельные им)
перейдут в дуги окруж-
ностей с центрами, лежа-
щими на оси, проходящей
через точку O перпенди-
кулярно плоскости изгиба
(то есть плоскости рис. 1).
Направим в плоскости из-
гиба ось X вдоль ней-
тральной линии не деформированного стержня, а ось Y — перпен-
дикулярно к ней. Тогда длина волокна, находящегося на расстоянии
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y от нейтральной линии, после изгиба будет равна l = (R + y)ϕ,
где R — радиус кривизны нейтральной линии, для которой l0 = Rϕ
(ϕ — центральный угол, опирающийся на дугу NN

′

). Заметим, что
при y > 0 волокна растягиваются, а при y < 0 — сжимаются.

Абсолютное удлинение волокна, лежащего на расстоянии y от
нейтральной линии, будет равно ∆l = l − l0 = yϕ, а относительное
удлинение:

ε =
∆l

l0
=

yϕ

Rϕ
=

y

R
.

По закону Гука возникающее при этом нормальное механическое
напряжение:

σ = Eε =
Ey

R
, (1)

где E — модуль Юнга. Таким образом, нормальные напряжения рас-
пределены по сечению стержня по линейному закону. Вычислим
теперь изгибающий момент M, проведя ось вращения через точку
нейтральной линии перпендикулярно плоскости рис. 1:

dM = dF · y = σds · y =
Ey2ds

R
,

откуда после интегрирования получим:

M =
E

R

∫

y2ds =
E

R
· I , (2)

где величина

I =
∫

y2ds (3)

называется «моментом инерции поперечного сечения» стержня. Это
название в курсе сопротивления материалов вводится по анало-
гии с известным из механики моментом инерции твердого тела
I =

∫

y2dm, вращающегося вокруг оси, где dm — масса материаль-
ной точки, находящейся на расстоянии y от оси вращения. Следует,
однако, иметь в виду, что «момент инерции поперечного сечения»,
определяемый формулой (3), является чисто геометрическим поняти-
ем. Для сплошного однородного стержня круглого сечения радиусом
r «момент инерции поперечного сечения»

I =
πr4

4
. (4)

Если в выбранной на рис. 1 системе координат уравнение ней-
тральной линии имеет вид y = y(x), то радиус ее кривизны R может
быть рассчитан по формуле [ 13 ]:

R =
(1 + (y

′

)2)3/2

y′′
. (5)
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Если изгиб стержня мал (y

′ ≪ 1), то R = 1/y ′′, поэтому уравне-
ние (2) принимает вид:

M = EIy ′′. (6)

Рис. 2. Изгиб стержня, жестко закрепленно-
го одним из своих концов

Поместим начало коор-
динат в неподвижную точ-
ку O нейтральной линии
(рис. 2), ось OX напра-
вим вдоль нейтральной ли-
нии не деформированного
стержня, ось OY — в на-
правлении действия силы.

Через произвольную точ-
ку B с координатой x = OB
проведем сечение, нормаль-
ное к нейтральной линии, и
рассмотрим равновесие ча-
сти BA изогнутого стерж-
ня. Для равновесия необхо-
димо, чтобы со стороны ча-
сти OB на часть BA действовала сила, равная и противоположная
силе F , поскольку согласно первому условию равновесия сумма про-
екций сил на ось OY должна равняться нулю. С другой стороны,
согласно второму условию равновесия момент (6) упругих сил, дей-
ствующих в нормальном сечении, проведенном через точку B, дол-
жен уравновешивать внешний момент пары сил (~F ,−~F):

M = EIy ′′ = F(l − x). (7)

В результате интегрирования этого дифференциального уравнения с
учетом граничных условий получим:

y(x) =
Fx2

2EI
·
(

l − x

3

)

(8)

и

yA =
Fl3

3EI
. (9)

В частности, для стержня круглого сечения с учетом формулы (4):

yA =
4Fl3

3πr4E
. (10)

Таким образом, при изгибе стержня круглого сечения на его конце
в точке А возникает упругая сила

F =
3πr4EyA

4l3
= kyA,
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поэтому в соответствии с известной теорией свободных гармониче-
ских колебаний частота малых колебаний груза массой m, закреп-
ленного на конце такого стержня, определяется по следующей фор-
муле:

ν =
r2

4

√

3E
πm

· l−3/2. (11)

При выводе формулы (11) пренебрегают как размерами груза по
сравнению с длиной стержня, так и массой стержня по сравнению с
массой груза.

В качестве примера колебательной системы с распределенными
параметрами рассмотрим закрепленный на одном конце массивный
упругий стержень без дополнительного груза на свободном конце,
совершающий поперечные колебания в плоскости рис. 2. Движение
бесконечно малого элемента стержня (рис. 3) с длиной dx и массой
dm = ρSdx (где S — площадь поперечного сечения стержня, ρ —
его плотность) происходит под действием усилий, приложенным к
торцам этого элемента со стороны оставшихся частей стержня (дей-
ствием силы тяжести пренебрегаем): тангенциальных (касательных)
сил F(x) и F(x + dx) и изгибающих моментов M(x) и M(x + dx).

Рис. 3. Движение бесконечно малого элемента при изгибе стержня

Составим уравнения движения рассматриваемого элемента, пре-
небрегая его вращением относительно оси, перпендикулярной плос-
кости рис. 3:



















F(x + dx)− F(x) =
∂F

∂x
dx = dmÿ = ρSdxÿ,

M(x + dx)−M(x) =
∂M

∂x
dx = −Fdx.

Отсюда F
′

= ρSÿ и F = −M
′

(штрихи обозначают дифференциро-
вание по переменной x, а точки — дифференцирование по времени).
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Тогда с учетом (6) получим:

y
′′′′

+
ρS

EI
ÿ = 0,

∂4y(x, t)
∂x4

+
ρS

EI

∂2y(x, t)
∂t2

= 0. (12)

Будем искать решение дифференциального уравнения в частных
производных (12) в виде

y(x, t) = A(x) · cos(ωt + δ). (13)

Подставляя (13) в (12), получим:

d4A

dx4
= α4A, (14)

и

α4 = ω2 ρS

EI
. (15)

Решение дифференциального уравнения (14) обычно представляют
в виде:

A(x) = C1S(x) +C2T (x) +C3U (x) +C4V (x), (16)

где функции


















S(x) = 0, 5 · (chαx + cosαx),
T (x) = 0, 5 · (shαx + sinαx),
U (x) = 0, 5 · (chαx − cosαx),
V (x) = 0, 5 · (shαx − sinαx)

(17)

называют функциями Крылова (в честь выдающегося кораблестро-
ителя, механика и математика Алексея Николаевича Крылова, ко-
торый ввел эти функции). Постоянные интегрирования C1,C2,C3,C4
определяются из начальных и граничных условий, которые в данном
случае имеют вид:

A(0) = 0, A
′

(0) = 0, A
′′

(l) = 0, A
′′′

(l) = 0. (18)

Отсюда следует, что C1 = C2 = 0 и

chαl · cosαl + 1 = 0. (19)

Уравнение (19) позволяет определить частоты нормальных коле-
баний стержня. Корни этого уравнения проще всего найти гра-
фическим способом. При этом первые три корня α1l ≈ 1, 875;
α2l ≈ 4, 694; α3l ≈ 7, 855, а все последующие достаточно большие
корни практически очень близки к значениям (2k + 1)π/2, где k —
целое число.
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Отсюда с учетом (15) и (4) можно найти наименьшую частоту
собственных колебаний круглого стержня, закрепленного на одном
конце [ 8, 9 ]:

ν =
ω

2π
=

α2
1

2π

√

EI

ρS
=

1, 8752

2πl2

√

Eπr4

4ρπr2
=

3, 52r
4πl2

· v = 0, 28rvl−2, (20)

где

v =

√

E

ρ
(21)

— скорость распространения продольной звуковой волны в материа-
ле стержня.

3. Экспериментальная установка

Схема экспериментальной установки представлена на рис. 4. В
предлагаемой лабораторной работе исследуются поперечные колеба–

Рис. 4. Схема экспериментальной уста-
новки

ния закрепленного на одном
конце вертикального круглого
стального стержня (велосипед-
ной или вязальной спицы диа-
метром около 2 мм). Колеба-
ния стержня возбуждаются с
помощью электромагнита, под-
ключенного к выходу «5 Ом»
школьного звукового генерато-
ра (например, ГЗШ–63).

Наименьшую частоту соб-
ственных колебаний стержня
находят экспериментально, ме-
няя частоту переменного сиг-
нала генератора и добиваясь
резонанса, при котором ам-
плитуда колебаний не закреп-
ленного конца стержня макси-
мальна (рис. 5). Определяя ре-
зонансную частоту по показа-
ниям на шкале звукового гене-
ратора, следует иметь в виду, что частота колебаний стержня, из-
готовленного из магнитомягкого ферромагнетика, вдвое больше ча-
стоты сигнала звукового генератора.

4. Выполнение работы

1. Исследуют экспериментально зависимость частоты собствен-
ных колебаний грузика, закрепленного на конце упругого стального
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стержня, от расстояния l от точки закрепления стержня до центра
масс грузика. С этой целью для каждого из 10–15 значений l в ин-
тервале от 4 см до 10 см находят резонансную частоту колебаний
(при которой амплитуда колебаний грузика максимальна), возбуж-
дая их с помощью электромагнита, подключенного к выходу «5 Ом»
звукового генератора ГЗШ–63. При этом можно считать, что точ-
ка закрепления стержня находится на пересечении его оси с осью
прижимного винта. Ось сердечника электромагнита должна распо-
лагаться перпендикулярно оси стержня и проходить примерно через
центр масс грузика. Оптимальное усиление на звуковом генерато-
ре и расстояние от электромагнита до стержня в каждом случае
подбирается экспериментально с учетом того обстоятельства, что в
соответствии с формулой (9) амплитуда колебаний конца стержня с
ростом его длины быстро возрастает (при резонансе нужно избегать
ударов груза о сердечник электромагнита).

Рис. 5. Резонансные колебания стержня

2. Проверяют, в какой степени формула (11) согласуется с полу-
ченными в эксперименте результатами. С этой целью представляют
исследованную зависимость графически в таких координатах, что-
бы ожидаемый график представлял собой прямую линию. Проведя
по методу наименьших квадратов наилучшую прямую через экс-
периментальные точки, оценивают по тангенсу угла наклона этой
прямой отклонение ее от теоретических предсказаний, полученных
в рамках рассмотренной модели.

3. Зная массу грузика (m = 5 г), определяют модуль Юнга E
стали, из которой изготовлен стержень, с помощью формулы (11).

4. Расположив вблизи оси электромагнита свободный конец
стержня (без дополнительного грузика), исследуют эксперименталь-
но аналогичным образом зависимость наименьшей резонансной ча-
стоты нормальных колебаний этой системы с распределенными па-
раметрами от длины стержня, получив 10–15 точек в интервале
длин от 8 см до 18 см.

5. Убедившись в справедливости зависимости (20) с помощью
построенного по экспериментальным точкам графика, определяют с
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помощью формулы (20) скорость распространения звуковых волн в
стали, из которой изготовлен исследуемый стержень.

5. Контрольные вопросы

1. Рассчитать «моменты инерции поперечных сечений» круглого
стержня, балки прямоугольного сечения и цилиндрической трубы.

2. Из круглого бревна известного диаметра требуется изготовить
балку прямоугольного поперечного сечения, чтобы ее изгиб при за-
данной нагрузке был минимальным. Определить ширину и толщину
такой балки.

3. Убедиться подстановкой, что каждая из функций Крылова (17)
является частным решением дифференциального уравнения (14).

4. Объяснить физический смысл граничных условий (18).
5. Какие величины можно откладывать по осям координат, чтобы

линеаризовать зависимости резонансной частоты колебаний стерж-
ня от его длины, описываемые формулами (11) и (20)?

6. Почему частота колебаний стержня вдвое больше частоты сиг-
нала звукового генератора?

7. В каких приборах и устройствах происходят описанные в ла-
бораторной работе процессы?

6. Пример результатов проведения эксперимента

Описанная лабораторная работа была поставлена в физиче-
ском практикуме курса по выбору на кафедре физики Псковского
государственного университета. Полученные в ходе студенческого

Рис. 6. Зависимость частоты ν свободных колебаний груза, закрепленного на
конце упругого стального стержня, от его длины l
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эксперимента результаты приведены на графиках (рис. 6 и 7) в двой-
ном логарифмическом масштабе.

Абсолютные величины тангенса угла наклона прямых, проведен-
ных через экспериментальные точки по методу наименьших квадра-
тов (1,55 для рис. 6 и 2,04 для рис. 7), подтверждают удовлетвори-
тельное согласие теории с экспериментом (см. формулы (11) и (20)
соответственно).

Рис. 7. Зависимость частоты ν свободных колебаний упругого стального стерж-
ня от его длины l

Значения модуля Юнга исследованной стали E = (190± 7) ГПа с
доверительной вероятностью 95% и скорости распространения зву-
ковых волн в ней v = (5190±190) м/с с доверительной вероятностью
95%, рассчитанные на основе экспериментальных данных с учетом
статистической и приборной погрешностей, также вполне удовлетво-
рительно согласуются с известными из литературы величинами.
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