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Научная статья

ББК 74.262.23
УДК 372.853

А.И. Грибков, Р. В. Романов

ПРОСТОЙ МАЯТНИК: ИСТОРИЯ, ТЕОРИЯ,
РЕАЛЬНОСТЬ И ВИРТУАЛЬНОСТЬ

В работе рассматриваются затухающие колебания физического маятника
простой формы. Публикация базируется на исторических фактах, количе-
ственной теории и ее проверке опытом. Также описано компьютерное при-
ложение, моделирующее эксперимент. В статье приведено несколько воз-
можных способов проведения эксперимента, для повторения которых не
требуется специального лабораторного оборудования, проведено их срав-
нение.
Ключевые слова: маятник, эксперимент, колебания, затухающие, смарт-
фон, Arduino, моделирование.

A. I. Gribkov, R. V. Romanov

SIMPLE PENDULUM: HISTORY, THEORY,
REALITY AND VIRTUALITY

The paper considers damped oscillations of a simple–shaped physical pendu-
lum. The publication is based on historical facts, quantitative theory and its
verification by experiment. A computer application simulating the experiment is
also described. The article presents several possible methods of conducting an
experiment, which do not require special laboratory equipment to repeat, and
their comparison is carried out.
Keywords: pendulum, experiment, oscillations, damping, smartphone, Arduino,
simulation.
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— Вы откуда? —
осторожно осведомился Волька,

медленно раскачиваясь под самым
потолком, точно маятник

Лагин Л.И. Старик Хоттабыч [ 1 ]

1. Введение

Кто только, где, когда и с какими целями не изучал и не приме-
нял устройство, которое сейчас называют маятником (pendulum).

Одним из первых достоверных применений маятника был сей-
смограф китайского ученого династии Хань Чжан Хэн (Zhang Heng,
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78–139) примерно 132 г. [ 2, с. 70 ] (рис. 1.1). Здесь и далее в круг-
лых скобках указываем оригинальное имя ученого и его годы жизни.

Рис. 1. История изучения и применения маятника: 1 — копия сейсмографа,
считается, что внутри него маятник [ 3 ]; 2 — измеритель величины наклона

(Леонардо да Винчи); 3 — страница из мемуара Х. Гюйгенса

Некоторые историки [ 4, с. 52 ] полагают, что египетский астро-
ном Ибн Юнус (Абу аль–Хасан Али ибн Аби аль–Саид Абд ар–
Рахман ибн Ахмад ибн Юнус ибн Абд аль–Ала аль–Садафи аль–
Мисри, 950–1009) уже использовал маятник для измерения време-
ни. Другие [ 5 ] это опровергают, считая, что это не маятник, а от-
вес. То же можно сказать по поводу измерителя величины наклона
(инклинометра) (рис. 1.2) Леонардо да Винчи (Leonardo di ser Piero
da Vinci, 1452–1519) [ 6 ].

Видимо, изучение маятника, как части прибора для измерения
времени, действительно, надо начинать с церковного паникадила Га-
лилея (Galileo di Vincenzo Bonaiuti de Galilei, 1564–1642) [ 7, с. 191 ],
про которое он пишет: «длины маятников обратно пропорциональны
квадратам чисел их качаний, совершаемых в течение определенного
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промежутка времени» [ 7, с. 190 ], то есть, переводя на язык формул,

l ∼ ν−2, (1)
где l — длина, ν — частота. По сути дела, он говорит о части фор-
мулы Гюйгенса (Christiaan Huygens, Lord of Zeelhem, 1629–1695),
полученной позже.

В 1673 году Гюйгенс опубликовал свой мемуар «Horologium oscil-
latorium, sive de motu pendulorum an horologia aptato demonstrationes
geometrica» (сокр. «Маятниковые часы») (рис. 1.3), в IX теореме
V главы которого приводится, правда в словесной форме, форму-
ла периода математического маятника: «Если подвешенное на нити
тело описывает очень малые горизонтальные круги, то продолжи-
тельность одного оборота относится ко времени, в котором тело в
свободном падении прошло бы длину, превышающую длину нити
маятника в два раза, как окружность круга к его диаметру» [ 8,
с. 209 ]. На языке математики это выглядит как хорошо знакомое
каждому школьнику выражение

T

t
=

L

d
,

L

d
= π, t =

√

2h
g

=

√

2(2l)
g

, T = 2π

√

l

g
, (2)

где T — период маятника; L и d — длина и диаметр окружности;
t — время падения тела с высоты h = 2l; g — ускорение свободного
падения.

Здесь заметим, что если верить точности перевода, то, конеч-
но, речь идет о коническом маятнике. Но с учетом малости кругов
и точности приборов того времени, расстояние между плоскостью
орбиты и точкой подвеса, которое должно входить в формулу для
периода конического маятника, практически равно длине нити, ко-
торая входит в формулу математического маятника.

Эстафету изучения устройства подхватили маятники Фуко (Jean
Bernard Leon Foucault, 1819–1868) (рис. 2.1), маятник Ньютона (Sir
Isaac Newton, 1643–1727) (другое название — колыбель Ньюто-
на, Newton’s cradle) (рис. 2.2), дисковый Максвелла (James Clerk
Maxwell, 1831–1879), оборотный Кейтера (Henry Kater, 1777–
1835), Обербека (Anton Oberbeck, 1846–1900), «вверх ногами»
П.Л.Капицы (1894–1984) (рис. 2.3) [ 9 ] и другие.

Уточним. Устройство «маятник Ньютона» придумал не Ньютон.
Французский аббат и по совместительству физик (или наоборот)
Мариотт (Edme Mariotte, 1620–1684) описал очень похожее устрой-
ство в своей работе 1673 года [ 11 ], что признавал и сам сэр Исаак,
а название, считается, предложил английский актер Саймон Преббл
(Simon Micawber Prebble) в 1967 году для успешных продаж этой
настольной игрушки для руководителя [ 12 ]. Аналогичная ситуация
и с маятником Максвелла, известным как игрушка Йо–йо (Yo–yo)
как минимум с 440 г. до н. э. [ 13 ].
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Рис. 2. История изучения и применения маятника: 1 — маятник Фуко [ 10 ];
2 — маятник Ньютона; 3 — схема маятника Капицы

В XX веке теория маятника прочно вошла не только в вузовские
[ 14, с. 233 ], но и школьные [ 15, с. 56 ] учебники.

Не обошли своим вниманием маятник и деятели литерату-
ры и искусства. В рассказе «Колодец и маятник» («The pit and
the pendulum») [ 16 ] Эдгара По (Edgar Allan Poe, 1809–1849)
маятник олицетворяет надвигающуюся гибель главного героя. В
романе «Степной волк» («Der Steppenwolf») [ 17 ] Г. Гессе (Her-
mann Karl Hesse, 1877–1962) герой размышляет о цикличности
жизни. К образу маятника обращались Н.С. Гумилев (1886–1921)
[ 18 ], И.Ф.Анненский (1855–1909) [ 19 ], К.Д. Бальмонт (1867–
1942) [ 20 ], О. Э.Мандельштам (1891–1938) [ 21, с. 332 ], современ-
ные поэты [ 22, 23 ].

Образ раскачивающегося маятника встречается в музыке, напри-
мер, русского композитора и пианиста Н.К.Метнера (1880–1951)
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[ 24 ], маятника Фуко в сочинении В. Тарнопольского [ 25 ]. Также
хорошо известен «Pendulum» — шестой студийный альбом амери-
канской группы Creedence Clearwater Revival 1970 года [ 26 ].

Рис. 3. Маятник в изобразительном искусстве: 1 — фрагмент картины Анто-
нио Переда–и–Сальгадо; 2 — фрагмент картины К.С.Петрова–Водкина; 3 —

картина Бьорна Кирша

В изобразительном искусстве маятник также часто встречает-
ся как метафора течения времени, жизни и смерти. Известна кар-
тина «Натюрморт с маятником» (точнее, «Натюрморт с часами»)
(рис. 3.1) испанского художника, представителя стиля Ванитас, Ан-
тонио Переда–и–Сальгадо (Antonio de Pereda y Salgado (1611–1678)
[ 27 ]. Обратите внимание на год создания (1652) и отсутствие минут-
ной стрелки. Чувство, отраженное в названии, возникает и при ви-
де отклоненного маятника на картине К.С.Петрова–Водкина (1878–
1939) (рис. 3.2) [ 28 ]. А художник из Германии Бьорн Кирш (Bjoern
Kirsch) [ 29 ] наоборот с помощью маятника рисует картины (рис. 3.3).

Не обошлось без маятника и в индустрии развлечений, иногда с
научным содержанием. Например, аттракцион «Пиратский корабль»,
используя принципы маятника, раскачивается вперед–назад, наби-
рая скорость и высоту. А «колыбель Ньютона» можно увидеть во
многих офисах.

И куда же без использования маятника с весьма сомнительными
научными целями. С древних времен китайцы, и не только они, ис-
пользовали покачивание маятника для определения пола будущего
ребенка, поиска водоносных слоев, измерения артериального давле-
ния и т. д. [ 30 ].

В настоящее время современные пытливые умы продолжают изу-
чать это простое, на первый взгляд, устройство, как в учебных [ 31 ],
так и в исследовательских [ 32 ] целях с качественно приемлемыми
[ 33 ] результатами.

Курс истории физики давно и прочно почему–то исчез из учеб-
ных планов, хронология открытий и фамилии ученых ничего не го-
ворят большинству современных школьников и студентов (провере-
но экспериментально!), да и кругозор их достаточно узок, поэтому
мы позволили себе этот историко–художественный экскурс, чтобы
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хотя бы очень кратко познакомить студентов с великими учеными и
их исследованиями.

Здесь же несколько слов о термине «простой маятник». Изуча-
емый далее объект вряд ли можно назвать математическим маят-
ником в строгом понимании. Конечно, это физический маятник, но
внешне очень похож на математический. Поэтому выбран такой об-
текаемый термин.

2. Постановка задачи

Часто в учебниках, задачниках или статьях можно встретить
фразу: «силой сопротивления воздуха пренебречь», что в большин-
стве случаев вполне оправданно. Мы же поступим наоборот. Вы-
ясним, можно ли экспериментально в достаточно простых условиях
учебной физической лаборатории и с доступным оборудованием ко-
личественно учесть влияние силы сопротивления воздуха, и если да,
то какой именно: по Стоксу (Sir George Gabriel Stokes, 1819–1903)
или по Ньютону.

Здесь же сформулируем явно вытекающие из условия задачи тре-
бования к установке. Подвешенное тело должно быть простой фор-
мы (шар), большого размера, так как сила сопротивления пропорци-
ональна размеру поперечного сечения, вместе с тем — легкое (сфе-
ра), чтобы динамически не растягивать подвес. Подвес должен быть
достаточно жестким, чтобы не изгибаться в процессе движения, тон-
ким, чтобы сила сопротивления была как можно меньше, и длинным
для увеличения периода. Какая–либо нить не подходит, так как шар
может приобрести вращение относительно своей оси. Верхняя точка
крепления подвеса не должна двигаться, то есть опора должна быть
жесткой и с минимальным трением, лучше вообще без него. Углы
отклонения не могут быть слишком малыми из–за трудностей с их
измерением. Вместе с тем углы не могут быть и слишком большими
из–за возможного изгиба подвеса, а также возникающей зависимо-
сти периода от амплитуды, хотя для численных расчетов это ограни-
чение не существенно. Устройства фиксации времени и положения
должны быть автоматическими с малой дискретностью.

С другой стороны, систему нельзя делать слишком легкой, так
как становится затруднительным учесть небольшие факторы, как,
например, упругость стержня, призмы и платформы, возможность
колебаний в перпендикулярном направлении, гладкость поверхно-
стей сферы и стержня и т. д. Конкретные параметры приведем в
экспериментальной части.

3. Теоретическое рассмотрение процесса

Пусть толстостенная сфера закреплена на одном конце длинно-
го тонкого жесткого гладкого стержня, другой конец которого при-
креплен к перевернутой призме, опирающейся на горизонтальную
ось OZ, направленную к нам, и может колебаться в вертикальной
плоскости XOY без трения. Система полностью погружена в вязкую
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среду (рис. 4.1). В одном из вариантов опыта для измерения углов
использовался смартфон.

Рис. 4. К теоретическому рассмотрению процесса: 1 — принципиальная схема
экспериментальной установки; 2 — к расчету моментов сил

Некоторые обозначения не показаны на рисунке, а описаны сло-
вами. Параметры сферы: m — масса; d2 — внешний диаметр; d1 —
внутренний диаметр. Параметры стержня круглого сечения: M —
масса; L — длина; D — диаметр. Параметры среды: ρ0 — плотность;
η — коэффициент динамической вязкости. Силы, действующие на
сферу, для удобства сведены в таблицу.

m~g = ρшVш~g Сила тяжести, приложенная к центру сферы

~F3ш = −ρ0Vш~g Сила Архимеда

~Nш

Сила реакции стержня, действующая на сферу (на
рисунке не показана)

~F1ш = −3πηd2~vш Сила сопротивления среды по Стоксу

~F2ш = −cш
ρ0Sш

2
vш~vш

Сила аэродинамического (лобового) сопротивления по
Ньютону [ 34, с. 205 ] при прямолинейном движении

Здесь ρш = m/Vш — средняя плотность шара; g = 9, 814 м/с2 —
ускорение свободного падения в Туле; Vш = πd3

2/6 — внешний объем
сферы; vш — линейная скорость центра масс сферы. Масса сферы
измеряется уже с учетом отверстий под стержень. Так как стержень
небольшого диаметра, то и поправка небольшая. При колебательном
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движении скорость меняется вдоль диаметра, что будет учтено ниже
при определении момента этой силы.

Учет силы ~F2ш актуален при сравнительно больших скоростях,
когда сопротивление среды обусловлено, в основном, затратой энер-
гии на образование вихрей. Реальный эксперимент показывает, что
именно эта сила играет основную роль. Что считать в данном случае
большой скоростью, также будет показано ниже.

Другие обозначения: Sш = πd2
2/4 — площадь проекции тела на

плоскость, перпендикулярную к направлению движения (миделевое —
от нидерл. Middel — средний, середина — сечение); cш — коэффици-
ент, различный для тел разных форм, называемый коэффициентом ло-
бового сопротивления. В нашей задаче будет использовано значение
для шара cш = 0, 47, если поверхность шероховатая. Если поверхность
была бы идеально гладкой, то cш = 0, 10 [ 35 ].

На стержень действуют силы, приведенные в таблице.

M~g = ρсVс~g Сила тяжести

~F3c = −ρ0Vс~g Сила Архимеда

~Nс Сила реакции сферы, действующая на стержень, на
рисунке не показана

~N Сила реакции оси, действующая на стержень, на
рисунке не показана

~Fтр Сила трения в оси, на рисунке не показана, считаем
ее малой, или в случае призмы вообще отсутствующей

~F1с = −µсη~vс Сила сопротивления среды по Стоксу

~F2с = −cс
ρ0Sс

2
vс~vс

Сила лобового сопротивления по Ньютону

Здесь ρс = M/Vс — средняя плотность стержня; Vс = πD2L/4 — объ-
ем стержня; vс — линейная скорость средней точки части стержня
между осью и верхней частью сферы; Sс = DL — площадь попереч-
ного движению сечения для стержня. Так как стержень стальной,
то сила Архимеда мала по сравнению с силой тяжести, но оставле-
на для симметрии записи. Чему равен коэффициент µc, зависящий
от геометрии, для цилиндра, движущегося таким образом, нам неиз-
вестно. Опыт показывает, что сила ~F1с намного меньше, чем ~F2с и
видимо, ~F1ш, так как диаметр стержня меньше диаметра сферы. В
расчетах она не будет учтена. Для круглого цилиндра, продуваемого
перпендикулярно образующей при L/D > 40, что соответствует на-
шим параметрам, коэффициент cc = 1, 20 [ 36 ]. Изменение линейной
скорости вдоль стержня поперечно движению также будет учтено при
расчете момента этой силы.

Исходим из основного уравнения динамики вращательного движе-
ния тела вокруг оси:

I
d~ω
dt

= ~Mm~g + ~M~F3ш
+ ~MM~g + ~M~F3с

+ ~M~F1ш
+ ~M~F2ш

+ ~M~F1с
+ ~M~F2с

(3)
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и стандартных определений:

dϕ
dt

~k = ~ω, ~v = [ ~ω,~l ], ~M~F = [~l, ~F ],

где ~k — единичный вектор вдоль оси OZ; ~ω — угловая скорость; ~l —
радиус–вектор, проведенный от оси вращения в точку приложения
силы; ~M~F — момент соответствующей силы. Моменты всех сил реак-
ции равны ~M~N = 0 из–за перпендикулярности сил и радиус–векторов,
поэтому в (3) не указаны.

Момент инерции системы равен

I = Iс + I0ш +mш

(

L− d2
2

)2

+ Iпризмы + Iсмартфона, (4)

где первое слагаемое — момент инерции стержня, второе и третье —
для сферы с учетом теоремы Гюйгенса–Штейнера (Jakob Steiner,
1796–1863), четвертое и пятое — моменты инерции призмы и смарт-
фона. Два последних слагаемых можно не учитывать из–за их ма-
лости, хотя при численных расчетах они сохранены. По очевидным
причинам следует ограничить диаметр шара d2 6 L.

После определения моментов сил с учетом распределения скоро-
сти по длине стержня и диаметру сферы путем интегрирования (эти
расчеты здесь не приводятся, а смысл операции понятен из рис. 4.2),
получаем

d2ϕ
dt2

+ 2δ
dϕ
dt

+
1
ϕ2

∣

∣

∣

∣

dϕ
dt

∣

∣

∣

∣

dϕ
dt

+ ω2
0 sinϕ = 0. (5)

Имеем обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка,
однородное, с постоянными коэффициентами, нелинейное из–за си-
нуса угла и квадрата угловой скорости. От обычного уравнения маят-
ника оно отличается третьим слагаемым, которое и играет основную
роль при затухании.

В (5) использованы дополнительные обозначения для декремента
затухания δ и собственной циклической частоты колебаний ω0 (не
путать с угловой скоростью):

2δ =
η

I

[

3πd2

(

L− d2
2

)2

+ µс

(

L− d2
2

)2
]

, (6)

ω2
0 =

g
I

[

m

(

1−
ρ0

ρш

) (

L−
d2
2

)

+M

(

L
2
−

ρ0

ρc
·
L−d2
2

)]

, ω0 =
√

|ω2
0|=

2π
T0

, (7)

где T0 — собственный период. Заметим, что величина ω2
0 может быть

как больше, так и меньше 0 (колебания снизу точки подвеса — обыч-
ные, и сверху от точки подвеса — если очень плотная среда).

1
ϕ2

=
ρ0

2I

[

cшπR5

[

3
4

(

L

R
− 1

)

+
(

L

R
− 1

)3
]

+
ccD

4
(L− d2)

4

]

, (8)
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где ϕ2 — характерный угол, при котором только под действием силы
~F2 скорость уменьшилась бы в e раз.

Вряд ли такое уравнение может быть решено аналитически, по-
этому применялись численные методы с начальными условиями

ϕ|t=0 = ϕ0, ωz|t=0 = ωz0. (9)

4. Экспериментальная часть

Авторами были опробованы разные варианты проведения опытов.
В первом опыте (рис. 5.1): шарик m = 101 г, d = 30 мм, легкий
алюминиевый стержень (спица) L = 180 мм, D = 2, 5 мм, градусная
шкала со стрелкой, в точке подвеса подшипник качения [ 37 ].

Рис. 5. Элементы экспериментальных установок: 1 — эксперимент в воде; 2 —
резисторный датчик; 3 — жидкостный датчик
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Колебания происходят в воде с видеофиксацией положения ма-

ятника на смартфон и последующей ручной покадровой обработкой
видео с точностью до 0,01 c и углов отклонения c точностью 1◦. В
воде получаются вполне приемлемые результаты, но для воздуха та-
кая установка не подходит из–за значительной силы трения в оси. В
случае замены подшипника на призму становится возможным прово-
дить измерения в воздухе, но обработка видео требует значительных
затрат времени и достаточно сложна для автоматического получения
угловой зависимости в реальном времени. Другой вариант с исполь-
зованием модифицированного резистивного датчика, ось вращения
которого была установлена на подшипники качения (рис. 5.2) так-
же не дал желаемого результата в связи с затуханием из–за трения
в подвижном контакте и в подшипниках, которое оказалось весьма
значительным для маятника в воздухе.

Далее опыты проводились с другим маятником (глобус, оклеенный
фольгой) (рис. 6.1), о параметрах которого ниже.

Меньшее дополнительное затухание возникает в жидкостном по-
тенциометрическом датчике (рис. 5.3) [ 38, с. 27 ]. Однако движение
подвижного электрода (проволоки) в воде вызывает ее колебания и
вносит дополнительную погрешность в измерения. Кроме того, до-
полнительно проведенный эксперимент показал, что при подключе-
нии такого датчика время практически полного затухания колебаний
уменьшается с 15 мин до 10 мин, что свидетельствует о сравнимо-
сти сил сопротивления, действующих на сферу в воздухе, с силами
сопротивления, действующими на подводящий электрический провод
и проволоку в воде. В итоге мы остановились на доступных бескон-
тактных способах.

В одном из вариантов смартфон с предварительно установленным
приложением «PhyPhox», вкладка «Измерение угла» закреплялся на
призме, как показано на рис. 6.2 [ 39 ]. В процессе записи данные
графически отображаются на экране. По завершению измерений ука-
занное приложение позволяет произвести экспорт данных в формате
MS Excel для дальнейшей обработки либо в табличный процессор,
либо в среду Mathcad. Параметры смартфона, как будет показано ни-
же, таковы, что его момент инерции сравнительно незначительный.
В качестве недостатка следует отметить достаточно большой шаг по
времени — 0,5 с, уменьшить который невозможно из–за отсутствия
таких настроек в приложении.

В следующем варианте установка реализована c использованием
платы Arduino Uno [ 40 ] (рис. 6.3). Для определения угла отклоне-
ния маятника и времени используется датчик Холла, закрепленный
на платформе 2 и постоянный магнит, закрепленный на призме 1. За-
пуск считывания данных производится кнопкой 3. Перед измерения-
ми необходимо произвести градуировку установки, отклоняя маятник
на фиксированные углы.

Также был опробован еще один вариант датчика положения, осно-
ванный на измерении интенсивности отраженного от поляризационной
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пленки, прикрепленной к призме, поляризованного света с помощью
фотодиода и платы Ардуино [ 41 ] (рис. 6.4). Как и в случае с датчиком
Холла, требуется предварительная градуировка установки. Последние
два варианта вполне приемлемы и дают похожие результаты.

Рис. 6. Элементы экспериментальных установок: 1 — сфера на стержне; 2 —
смартфон с приложением; 3 — модель установки с параллельным расположе-

нием магнита; 4 — модель установки с поляризованным светом

5. Сравнение эксперимента и теории

В натурном и численном эксперименте использовались следующие
параметры. Cфера: m = 0, 920 кг, d2 = 0, 343 м, d1 = 0, 335 м, cш =
0, 47. Cтержень (две соединенные удлиненной гайкой малой массы
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стандартные шпильки): M = 1, 426 кг, L = 1, 955 м, D = 0, 012 м, cc =
1, 20. Cреда (воздух при 20 ◦C): ρ0 = 1, 199 кг/м3, η = 0, 0000182 Па·с.
Cмартфон: mсм = 0, 213 кг, размеры a×b×h = 0, 160×0, 073×0, 009 м,
расстояние от центра масс смартфона до оси вращения lсм = 0, 09 м,
cсм = 1, 1.

Рис. 7. Зависимость угла отклонения от времени ϕ(t) в начале 1 и конце 2
эксперимента (сплошная линия — численные расчеты, точки — эксперимент)

Авторы проводили эксперименты с различными сферами и стерж-
нями, но во всех случаях разница между экспериментом и теорией не
превышала 6%. Далее приведены результаты наиболее удачного экс-
перимента. При таких параметрах моменты инерции сферы, стержня
и смартфона: Iсф = 2, 944 кг·м2, Iст = 1, 817 кг·м2, Iсм = 0, 00227 кг·м2.
Таким образом, учет влияния смартфона является превышением точ-
ности.

Начальный угол отклонения ϕ0 = 5, 57◦, начальной скорости ωz0
нет. При бо́льших углах отклонения стержень уже начинает изгибать-
ся, что нарушает условия задачи. Кроме того, в процессе возникают
относительно небольшие несимметричные (≈ 4%) колебания в пер-
пендикулярной плоскости (10), связанные с отклонением установки
от вертикали на угол около 1,5◦, избежать которых полностью не
удается:

ϕ⊥max

ϕ‖max
=

1, 64◦ − 1, 41◦

5, 57◦
= 0, 0397 ≈ 4%. (10)
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Длительность экспериментов составляла порядка 700 с, поэтому
при периоде колебаний T = 2, 54 c полностью привести график за-
висимости ϕ(t) не представляется возможным. На рис. 7.1 и рис. 7.2
показано сравнение численного и реального эксперимента в начале и
конце процесса. Расчеты проводились в среде PTC Mathcad.

Из графиков видно, что совпадение очень хорошее. Численное
«включение–выключение» сил сопротивления показало, что основную
роль играет сила, квадратично зависящая от скорости.

В работе [ 42 ] была определена, правда, только для прямолиней-
ного движения, безразмерная величина b, связывающая параметры
тела (шара) и среды (11). Она же является критерием для выяснения,
какая из сил сопротивления оказывает большее влияние. Если b ≫ 1,
то доминирует сила, квадратично зависящая от скорости. Если b ≪ 1,
то основную роль играет сила, пропорциональная первой степени ско-
рости. При наших параметрах этот критерий имеет значение

b =
cшρ0(ρ − ρ0)gd3

2

108η2
=

=
0, 47 · 1, 199 · (43, 5− 1, 199) · 9, 814 · 0, 3433

108 · 1, 822 · 10−10
≈ 2, 6 · 108. (11)

Аналогичный по смыслу результат дает и примерный критерий
Рейнольдса (Osborne Reynolds, 1842–1912), как отношение сил. При
оценочной скорости в нижней точке

vmax =

√

2g
(

L− d2
2

)

(1− cosϕ0) = 0, 40м/с (12)

он получается равным

Re21 =
F2
F1

=
cшρ0d2vmax

24η
=

0, 47 · 1, 199 · 0, 343 · 0, 40
24 · 1, 82 · 10−5

≈ 180. (13)

Число Рейнольдса в классическом понимании при этом равно

Re =
ρ0d2vmax

η
=

1, 199 · 0, 343 · 0, 40
1, 82 · 10−5

≈ 9180, (14)

что свидетельствует о незаметном на глаз, но уже сильно турбулент-
ном движении.

Подводя итог, можно сказать, что совпадение теоретических рас-
четов и эксперимента при заданных параметрах очень хорошее, по-
ставленная задача решена, и основную роль играет сила сопротив-
ления по Ньютону. Заметим, что коэффициенты лобового сопротив-
ления — достаточно индивидуальные величины для каждого тела, и
здесь использованы наиболее широко применяемые значения.

6. Виртуальная часть. Программа моделирования

Для исследовательских и демонстрационных целей, а также для ла-
бораторного практикума авторами было написаноWindows–приложение
[ 43, 44 ], вид главного окна которого представлен на рис. 8.
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Программа написана на простом, слегка устаревшем, но вполне

достаточном для этих целей языке Visual Basic в среде программи-
рования Microsoft Visual Basic 6.0, которая, что немаловажно, бес-
платна для образовательных учреждений. Продукт имеет интуитив-
но понятный, дружелюбный русскоязычный интерфейс и располагает
справочными материалами по теории, таблицей плотности и вязкости
сред, биографическими данными ученых.

Рис. 8. Главное окно Windows–приложения

Большое количество параметров позволяет смоделировать доста-
точно разные реальные системы, в том числе и довольно экзотиче-
ские, трудно реализуемые на практике. Так на рис. 8 большая сфера
из стали с толщиной стенок 5 мм на полутораметровом стержне ко-
леблется в воде. Средняя плотность меньше плотности воды, поэтому
запущенный при небольшом отклонении от нижнего положения рав-
новесия с начальной скоростью маятник будет с затуханием колебать-
ся вблизи верхней точки. Также программа позволяет смоделировать
и вращательное движение.

Кроме окна анимации движения можно показать зависимости ϕ(t),
угловой скорости ωz(t) и энергии W (t) от времени (рис. 9).

7. Заключение

Авторы считают, что задача, поставленная в начале публикации,
выполнена полностью. Удалось предложить и описать несколько ва-
риантов экспериментальной установки, которые не так уж сложно
реализовать на практике.
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Сравнение теории и эксперимента показало количественное совпа-
дение с точностью около 6%, что следует признать вполне хорошим
результатом, тем более что коэффициенты лобового сопротивления
различные для каждого конкретного шара и стержня.

Рис. 9. Зависимости ϕ(t), ωz(t), W (t)

Предложенная программа моделирования может быть использова-
на для дальнейшего уточнения и развития теории и исследований, а
также уже применяется в качестве виртуального демонстрационного
эксперимента и в лабораторном практикуме.

Большой список литературы позволяет читателю обратиться непо-
средственно к первоисточникам.
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